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Une version du the´ore`me d’Amer et Brumer
pour les ze´ro-cycles
Jean-Louis Colliot-The´le`ne et Marc Levine
`A Parimala
1 Introduction
Soit k un corps. Soient f et g deux formes quadratiques a` coefficients dans k, en
n+1 variables. Soit t une variable. On sait que le syste`me de formes f = g = 0 a un
ze´ro non trivial sur k si et seulement si la forme quadratique f + tg sur le corps k(t)
a un ze´ro non trivial (M. Amer [1], A. Brumer [2], voir [4, III, Prop. 17.14]).
Dans cette note, dont une version primitive fut conc¸ue a` Boston en avril 1991,
nous montrons que si l’on conside`re les ze´ro-cycles de degre´ 1 plutoˆt que les points
rationnels, il existe en tout degre´ d ≥ 2 une version de ce re´sultat pour un syste`me
de deux formes de meˆme degre´ d (The´ore`me 1), et des versions pour un syste`me
quelconque de formes de meˆme degre´ d (The´ore`mes 2 et 3).
Pour K/k une extension de corps et X un k-sche´ma, on note XK = X ×k K. Une
varie´te´ alge´brique sur un corps k est un k-sche´ma se´pare´ de type fini.
2 Indice et indice re´duit
De´finition 1. Soient k un corps et X une k-varie´te´ alge´brique. `A tout point ferme´
P ∈ X , de corps re´siduel k(P) on associe son degre´ [k(P) : k] ∈ N. L’indice I(X/k)
de la k-varie´te´ X est par de´finition le plus grand commun diviseur (pgcd) des degre´s
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des points ferme´s. C’est aussi le pgcd des degre´s [L : k] des extensions finies de
corps L/k avec X(L) 6= /0.
De fac¸on e´vidente, on a I(X/k) = 1 si et seulement si X posse`de un ze´ro-cycle
(cycle de dimension ze´ro) ∑P nPP (avec nP ∈ Z) de degre´ ∑P nP[k(P) : k] = 1. On
appelle indice re´duit de X/k, et on note Ired(X/k) le produit des nombres premiers
qui divisent I(X/k). De fac¸on triviale, I(X/k) = 1 si et seulement si Ired(X/k) = 1.
Lemme 1. Soient k un corps et X une k-varie´te´.
(a) Si X = Y ∪Z est la re´union ensembliste de deux sous-k-varie´te´s, alors I(X/k) =
pgcd(I(Y/k), I(Z/k)). En particulier, l’indice de X/k est e´gal a` l’indice de sa
sous-k-varie´te´ re´duite.
(b) Si X =Y ∪Z est la re´union ensembliste de deux sous-k-varie´te´s, alors Ired(X/k)=
pgcd(Ired(Y/k), Ired(Z/k)).
(c) Si K = k(t1, · · · , tn) est une extension transcendante pure de k, alors I(X/k) =
I(XK/K) et Ired(X/k) = Ired(XK/K).
Preuve. Seul le point (c) requiert une explication. Soit K = k(t). Si L/k est une
extension finie de corps avec X(L) 6= /0 alors Xk(t)(L(t)) 6= /0. Ainsi I(XK/K) divise
I(X/k). Soit P un point ferme´ de XK de degre´ n. On a donc une extension finie de
corps L/K et une K-immersion ferme´e Spec L →֒ XK . Le corps L est le corps des
fonctions d’une k-courbe normale C, finie sur Spec k[t]. Il existe un ouvert non vide
U ⊂ Spec k[t] tel que la restriction CU/U soit finie de degre´ n, et qu’il existe une
U-immersion ferme´e CU →֒ X ×k U . Si le corps k est infini, on choisit un k-point
R ∈U(k). La fibre de CU/U au-dessus de ce k-point est le spectre d’une k-alge`bre
finie de degre´ n qui admet une k-immersion dans X . Une telle situation de´finit un
ze´ro-cycle effectif de degre´ n sur la k-varie´te´ X (voir [5, Appendices A1, A2, A3]).
Si le corps k est fini, il existe un ze´ro-cycle ∑niRi tel que tous les points ferme´s Ri
soient dans U ⊂ Spec k[t] et que ∑i ni[k(Ri) : k] = 1. A chaque Ri on associe par
la me´thode ci-dessus un ze´ro-cycle effectif zi de degre´ n[k(Ri) : k] sur la k-varie´te´
X . Le ze´ro-cycle ∑i ni.zi est alors de degre´ n sur la k-varie´te´ X . Ainsi I(X/k) divise
I(XK/K). L’e´nonce´ sur les indices re´duits re´sulte imme´diatement de celui sur les
indices. ⊓⊔
3 Syste`me de deux formes
The´ore`me 1. Soient k un corps, f et g deux formes de degre´ d ≥ 1 en n+ 1 ≥ 3
variables, non toutes deux nulles. Soient t une variable et K = k(t).
L’indice re´duit de la K-hypersurface W ⊂ PnK de´finie par f + tg = 0 coı¨ncide
avec l’indice re´duit de la k-varie´te´ X ⊂ Pnk de´finie par f = g = 0.
En particulier, la K-hypersurface f + tg = 0 posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1 si
et seulement si la k-sous-varie´te´ X de Pnk de´finie par f = g= 0 posse`de un ze´ro-cycle
de degre´ 1.
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Preuve. Pour les k-varie´te´s, on omet l’indice k. Si L/k est une extension finie de
corps avec X(L) 6= /0, alors W (L(t)) 6= /0. Ainsi l’indice I(W/K) divise I(X/k), et
donc l’indice re´duit Ired(W/K) divise l’indice re´duit Ired(X/k). D’apre`s le lemme
1 (c), pour e´tablir l’e´nonce´ on peut remplacer le corps k par une extension transcen-
dante pure. On supposera donc le corps k infini.
Supposons d’abord que les formes f et g n’ont pas de facteur commun non
constant.
Soit V =Pn\X . Notons I = I(X/k). De la suite exacte de localisation ([5, I. Prop.
1.8]) :
CH0(X)→ CH0(Pn)→ CH0(V )→ 0
et du fait que le degre´ sur k de´finit un isomorphisme CH0(Pn)≃ Z, on tire l’e´galite´
CH0(V ) = Z/I. Soit Z ⊂ P1×Pn la k-varie´te´ de´finie par
λ f + µg = 0.
Via la projection P1 × Pn → Pn, c’est l’e´clate´e de Pn le long de l’intersection
comple`te X ⊂ Pn ([F], Appendix A, Remark A.6). Soit U ⊂ P1 × Pn l’ouvert
comple´mentaire de Z. La projection q : P1 × Pn → Pn induit un morphisme qU :
U → V qui fait de U un fibre´ en droites affines sur V . On en de´duit un isomor-
phisme q∗U : Z/I = CH0(V )
∼=
→ CH1(U). On a la suite exacte de localisation ([5, I.
Prop. 1.8]) :
CH1(Z)→ CH1(P1×Pn)→ CH1(U)→ 0.
Par ailleurs les poussettes associe´es a` la projection p :P1×Pn →P1 et a` la projection
q : P1×Pn → Pn induisent un isomorphisme
(p∗,q∗) : CH1(P1×Pn)
∼=
→ CH1(P1)⊕CH1(Pn) = Z⊕Z.
Notons
i : CH1(Z)→ CH1(P1×Pn)
∼=
→ CH1(P1)⊕CH1(Pn) = Z⊕Z
l’application compose´e. Sur Z, on trouve les 1-cycles suivants.
Le corps k e´tant infini, et les formes f et g sans facteur commun, on trouve un
cycle z1 = P1×R, ou` R est un ze´ro-cycle effectif de degre´ d2 sur X par intersection
avec un espace line´aire de codimension 2 convenable. L’image par i de z1 est (d2,0).
L’hypothe`se que f et g n’ont pas de facteur commun assure que la k-varie´te´
X ⊂ Pn est de codimension 2. Soient Gr(1,Pn) la grassmannienne des droites dans
Pn et E ⊂ Gr(1,Pn)×Pn la varie´te´ d’incidence. Soient r1,r2 les deux projections
induites sur E . L’image re´ciproque r−12 (X) est de codimension au moins 2 dans E ,
le morphisme r1 a ses fibres de dimension 1, donc l’adhe´rence de r1(r−12 (X)) dans
Gr(1,Pn) est de codimension au moins 1. Le corps k e´tant infini, et la k-varie´te´
Gr(1,Pn) k-birationnelle a` un espace projectif, on peut donc trouver une k-droite
L = P1 ⊂ Pn qui ne rencontre pas X . Soit qZ : Z → Pn la restriction de q a` Z. Le
morphisme qZ induit un isomorphisme Z \ q−1(X)
∼=
→ Pn \X . Soit z2 ⊂ Z l’image
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re´ciproque de L par cet isomorphisme. Ceci de´finit un 1-cycle sur Z ⊂ P1 × Pn,
dont l’image par i est (d,1). En effet, ce 1-cycle est donne´ par L → P1×Pn, ou` la
projection sur le second facteur est l’inclusion line´aire l : L⊂ Pn, et ou` la projection
sur le premier facteur est donne´e par (−g(l), f (l)) (on a note´ ici l un syste`me de
n+ 1 formes line´aires en deux variables). Comme X ne rencontre pas l, le couple
( f (l),g(l)) de formes homoge`nes de degre´ d n’a pas de ze´ro commun.
Soit s = I(W/K). L’hypersurface f + tg= 0 sur le corps K posse`de un ze´ro-cycle
de degre´ s. L’adhe´rence d’un tel ze´ro-cycle dans Z ⊂ P1×Pn de´finit un 1-cycle z3
dont l’image par i est de la forme (s,a) pour un certain entier a ∈ Z.
Le quotient de Z⊕Z par le groupe engendre´ par (d2,0),(d,1),(s,a) est annule´
par l’entier pgcd(d2,s−ad). De la suite de localisation on conclut que, pour un cer-
tain entier a∈Z, l’entier I = I(X/k) divise pgcd(d2, I(W/K)−ad). Ainsi Ired(X/k)
divise I(W/K). Comme par ailleurs Ired(W/K) divise Ired(X/k), on conclut
Ired(X/k) = Ired(W/K).
Supposons maintenant que f = h. f1 et g= h.g1 avec f1 et g1 homoge`nes de meˆme
degre´ sans facteur commun non constant et h homoge`ne non constant.
Soit X ⊂ Pnk , resp. X1 ⊂ Pnk , resp. X2 ⊂ Pnk la k-varie´te´ de´finie par f = g = 0, resp.
par f1 = g1 = 0, resp. par h = 0. Soit W ⊂ PnK , resp. W1/K la varie´te´ de´finie par
f + tg = 0, resp. f1 + tg1 = 0. On a
Ired(W/K) = pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2,K/K)) = pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2/k))
d’apre`s le lemme 1 et
pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2/k)) = pgcd(Ired(X1/k), Ired(X2/k)) = Ired(X/k),
la premie`re e´galite´ re´sultant de Ired(W1/K) = Ired(X1/k) e´tabli ci-dessus, la seconde
e´galite´ provenant du lemme 1. Ceci ache`ve la de´monstration. ⊓⊔
Le the´ore`me 1 se ge´ne´ralise a` un nombre quelconque de formes. Il y a en fait
deux ge´ne´ralisations. Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2. Soient k un corps, f0, f1, . . . , fr des formes a` coefficients dans k, de degre´
d ≥ 1, en n+1≥ r+2 variables x0, . . . ,xn. La k-varie´te´ X ⊂ Pn de´finie par l’annu-
lation de ces formes contient un ze´ro-cycle effectif de degre´ dr+1.
Preuve. Par l’argument donne´ au lemme 1 (c), on peut supposer le corps k infini.
Cette hypothe`se sera utilise´e de fac¸on constante dans ce qui suit. Soient g0,g1, . . . ,gr
des formes de degre´ d, a` coefficients dans k, dont l’annulation de´finit une sous-k-
varie´te´ intersection comple`te et lisse Y ⊂ Pn. Soit X ⊂ Pn ×A1 le sous-sche´ma
ferme´ de´fini par l’ide´al (homoge`ne en les xi)
(tg0 +(1− t) f0, . . . , tgr +(1− t) fr)⊂ k[t][x0, . . . ,xn].
Choisisons des formes line´aires L1, . . . ,Ln−r−1 ∈ k[x0, . . . ,xn] telles que le sous-
sche´ma de Pn de´fini par l’ide´al (g0, . . . ,gr,L1, . . . ,Ln−r−1) soit fini et e´tale sur k.
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Alors le sous-sche´ma ferme´ C ′ de X de´fini par l’ide´al (L1, . . . ,Ln−r−1) est fini et
e´tale de degre´ dr+1 au-dessus d’un voisinage ouvert U of 1 dans A1. Soit C ⊂ X
l’adhe´rence sche´matique de C ′ ∩PnU dans X . Le sche´ma C est propre sur A1k et
comme un sous-sche´ma ouvert dense de C est quasi-fini sur A1, le morphisme
p : C →A1 est fini. Comme p−1(U)⊂C est e´tale sur U , donc re´duit, son adhe´rence
sche´matique C est aussi re´duite, et chaque composante irre´ductible de C s’envoie
surjectivement sur A1. Ainsi C est plat sur A1, et donc la fonction
a→ dimk(a)Op−1(a)
est constante sur A1. En particulier, le 0-cycle associe´ au sous-sche´ma ferme´ p−1(0)
de X a degre´ dr+1 sur k. ⊓⊔
4 Syste`me de plusieurs formes, I
Voici la premie`re ge´ne´ralisation du the´ore`me 1.
The´ore`me 2. Soient k un corps, et f0, f1, . . . , fr, avec r≥ 1, des formes a` coefficients
dans k, de degre´ d ≥ 1, en n+ 1≥ r+ 2 variables. Soit X ⊂ Pnk la k-varie´te´ de´finie
par l’annulation de ces r+1 formes. Soient t1, . . . , tr des variables inde´pendantes et
K = k(t1, . . . , tr). Soit W ⊂PnK la K-varie´te´ de´finie par f1−t1 f0 = · · ·= fr−tr f0 = 0.
On a :
Ired(X/k) = Ired(W/K).
En particulier, la K-varie´te´ W posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1 si et seulement si la
k-varie´te´ X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
Preuve. Pour les k-varie´te´s, on omet l’indice k. Si L/k est une extension finie de
corps avec X(L) 6= /0, alors W (L(t)) 6= /0. Ainsi l’indice I(W/K) divise I(X/k), et
donc l’indice re´duit Ired(W/K) divise l’indice re´duit Ired(X/k). D’apre`s le lemme 1
(c), pour e´tablir l’e´nonce´ on peut remplacer le corps k par une extension transcen-
dante pure. On supposera donc le corps k infini.
Supposons d’abord que les formes fi n’ont pas de facteur commun non constant.
Soient V = Pn \X et I = I(X/k). Comme au the´ore`me 1, on a CH0(V ) = Z/I.
Soit Z ⊂ Pr × Pn la k-varie´te´ de´finie par la proportionalite´ de (λ0, . . . ,λr) et de
( f0, . . . , fr), c’est-a`-dire par le syste`me d’e´quations λi. f j − λ j. fi = 0 pour i, j ∈
{0, . . . ,r}. La fibre de Z → Pr au-dessus du point ge´ne´rique de Pr est W/K. Soit
U ⊂ Pr ×Pn l’ouvert comple´mentaire de Z. La projection q : Pr ×Pn → Pn induit
un morphisme qU : U → V . Soit qZ : Z → Pn le morphisme restriction de q a` Z.
Il induit un isomorphisme q−1Z (V )
∼=
→ V . Les fibres de qU : U → V au-dessus d’un
point M de V sont donc le comple´mentaire d’un point dans un espace projectif Pr.
De fac¸on plus globale, le morphisme qU : U →V se de´compose comme
U →U1 →V
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ou` q1 : U →U1 est un fibre´ en droites affines et q2 : U1 → V est un fibre´ projec-
tif de dimension relative r− 1. Par image directe par morphisme propre on a un
isomorphisme q2∗ : CH0(U1)
∼=
→ CH0(V ) = Z/I. Par image inverse par morphisme
plat, on a un isomorphisme q∗1 : CH0(U1)
∼=
→ CH1(U). On a donc un isomorphisme
CH1(U)
∼=
→ Z/I. On a la suite exacte de localisation
CH1(Z)→ CH1(Pr×Pn)→ CH1(U)→ 0.
Par ailleurs les poussettes associe´es a` la projection p :Pr×Pn→Pr et a` la projection
q : Pr×Pn → Pn induisent un isomorphisme
(p∗,q∗) : CH1(Pr×Pn)
∼=
→ CH1(Pr)⊕CH1(Pn) = Z⊕Z.
Notons
i : CH1(Z)→ CH1(Pr×Pn)
∼=
→ CH1(Pr)⊕CH1(Pn) = Z⊕Z
l’application compose´e. Sur Z, on trouve les 1-cycles suivants.
Un cycle z1 = P1×R, ou` P1 ⊂ Pr est une droite et R est un ze´ro-cycle effectif de
degre´ dr+1 sur X , dont l’existence est assure´e par le lemme 2. L’image par i de z1
est (dr+1,0).
Soit s = I(W/K). Il existe donc un ze´ro-cycle de degre´ s sur W/K, et un tel ze´ro-
cycle s’e´tend en un r-cycle sur Z, cycle ge´ne´riquement fini sur Pr de degre´ relatif
s. Sa restriction au-dessus d’une droite ge´ne´rale P1 ⊂ Pr est un 1-cycle sur Z, dont
l’image par i est de la forme (s,a) pour un certain entier a ∈ Z.
Les formes homoge`nes ( f0, . . . , fr) de´finissent un k-morphisme σ : V →Pr . Elles
de´finissent donc une section du morphisme qV : PrV → V , restriction de q a` PrV ,
section dont l’image est dans Z : c’est l’isomorphisme inverse de l’isomorphisme
q−1Z (V )
∼=
→ V mentionne´ plus haut. L’hypothe`se que les fi n’ont pas de diviseur com-
mun non trivial assure que la k-varie´te´ X ⊂ Pn est de codimension au moins 2. Le
corps k e´tant infini, par le meˆme argument qu’au the´ore`me 1, on peut donc trouver
une k-droite L = P1 ⊂ Pn qui ne rencontre pas X . La restriction de σ a` L est donc
un morphisme L → Z ⊂ Pr ×Pn, dont l’image est un 1-cycle sur Z. L’image de ce
1-cycle par i est (d,1).
Le quotient du groupe Z⊕ Z par le groupe engendre´ par les trois e´le´ments
(dr+1,0), (s,a) et (d,1) est Z/J, avec J = pgcd(dr+1,s− ad). De la suite de loca-
lisation on conclut que I = I(X/k) divise pgcd(dr+1, I(W/K)− ad) pour un certain
entier a ∈ Z. Ainsi Ired(X/k) divise I(W/K). Comme par ailleurs Ired(W/K) divise
Ired(X/k), on obtient
Ired(X/k) = Ired(W/K).
Supposons maintenant que fi = h.gi pour tout i avec les gi homoge`nes de meˆme
degre´ sans facteur commun non constant et h homoge`ne non constant.
Soit X ⊂ Pnk , resp. X1 ⊂ Pnk , resp. X2 ⊂ Pnk la k-varie´te´ de´finie par l’annulation
des fi, resp. par l’annulation des gi, resp. par h = 0. Soit W ⊂ PnK , resp. W1/K la
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varie´te´ de´finie par l’annulation des fi− ti f0 (i = 1, . . . ,r), resp. par l’annulation des
gi− tig0 (i = 1, . . . ,r). On a
Ired(W/K) = pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2,K/K)) = pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2/k))
d’apre`s le lemme 1 et
pgcd(Ired(W1/K), Ired(X2/k)) = pgcd(Ired(X1/k), Ired(X2/k)) = Ired(X/k),
la premie`re e´galite´ re´sultant de Ired(W1/K) = Ired(X1/k) e´tabli ci-dessus, la seconde
e´galite´ provenant du lemme 1. Ceci ache`ve la de´monstration. ⊓⊔
5 Syste`me de plusieurs formes, II
Voici la seconde ge´ne´ralisation du the´ore`me 1.
The´ore`me 3. Soient k un corps, f0, f1, . . . , fr des formes non toutes nulles, a` co-
efficients dans k, de degre´ d ≥ 1, en n + 1 ≥ r + 2 variables. Soit X ⊂ Pnk la
k-varie´te´ de´finie par l’annulation de ces formes. Soient w1, . . . ,wr des variables
inde´pendantes et L= k(w1, . . . ,wr). Soit Y ⊂PnL l’hypersurface de´finie par l’e´quation
f0 +w1 f1 + · · ·+wr fr = 0. On a :
Ired(X/k) = Ired(Y/L).
En particulier, la L-hypersurface Y posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1 si et seulement
si la k-varie´te´ X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
Preuve. Soit Er l’e´nonce´ de ce the´ore`me pour r fixe´ et tout corps k. L’e´nonce´ E1 est
le the´ore`me 1. Supposons e´tabli Er−1.
Supposons r≥ 2. Soient t1, . . . , tr des variables inde´pendantes et K = k(t1, . . . , tr).
D’apre`s le the´ore`me 2, on a Ired(X/k) = Ired(W/K), ou` la K-varie´te´ W ⊂ PnK est
de´finie par
f1− t1 f0 = · · ·= fr− tr f0 = 0.
Soient s2, . . . ,sr des variables inde´pendantes et F =K(s2, . . . ,sr). D’apre`s Er−1, l’in-
dice re´duit de W sur K = k(t1, . . . , tr) est e´gal a` l’indice re´duit sur F de l’hypersurface
T de´finie dans PnF par
( f1− t1 f0)+ s2( f2− t2 f0)+ · · ·+ sr( fr − tr f0) = 0.
Ceci se re´e´crit
f1− (t1 + s2t2 + · · ·+ srtr) f0 + s2 f2 + · · ·+ sr fr = 0.
Soient w1 =−1/(t1+s2t2+ · · ·+srtr) et, pour i≥ 2, wi =−si/(t1+s2t2+ · · ·+srtr).
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L’e´quation de l’hypersurface T ⊂ PnF s’e´crit alors
f0 +w1 f1 + · · ·+wr fr = 0.
L’inclusion
k(w1, . . . ,wr, t2, . . . , tr)⊂ k(t1, t2, . . . , tr,s2, . . . ,sr) = F
est une e´galite´. L’extension F = L(t2, . . . , tr) est transcendante pure. D’apre`s le
lemme 1, l’indice re´duit sur L de l’hypersurface de´finie par
f0 +w1 f1 + · · ·+wr fr = 0
dans PnL est e´gal a` l’indice re´duit de cette hypersurface sur F . Ceci ache`ve la
de´monstration. ⊓⊔
Remarque 1. A. Pfister, J.W.S. Cassels et D. F. Coray (voir les re´fe´rences dans [3])
ont donne´ donne´ des exemples d’intersections comple`tes de trois quadriques f0 =
f1 = f2 = 0 dans Pnk (sur un corps k de caracte´ristique diffe´rente de 2) qui posse`dent
un ze´ro-cycle de degre´ 1 sans posse´der de point rationnel. La quadrique f0 + t1 f1 +
t2 f2 = 0 sur le corps k(t1, t2) posse`de alors un ze´ro-cycle de degre´ 1. Comme c’est
une quadrique, un the´ore`me de Springer [6] assure que cette quadrique admet un
point k(t1, t2)-rationnel.
On voit ainsi que le the´ore`me 3 ne vaut pas lorsque l’on remplace les ze´ro-cycles
de degre´ 1 par des points rationnels : le the´ore`me d’Amer et Brumer ne s’e´tend pas
a` un syste`me de 3 formes.
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